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はじめに
数値計算では浮動小数点数とその演算を用いる

⇓

丸め誤差の問題がある

⇓

数値計算結果の信頼性は？残差？

⇓

精度保証付き数値計算の必要性
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はじめに
連立一次方程式(Ax = b)の数値解 x̂の信頼性を議論する
ときに残差Ax̂ − bがよく使用される．

しかし
∥x̂ − A−1b∥ ≤ ∥A−1∥ ∥Ax̂ − b∥

という不等式からわかるように

残差は小さいが，誤差は大きい

ことがある．
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はじめに
x = (1, 1)TはAx = bの真の解である．

A =
(

1 1
1 1.0001

)
, b =

(
2

2.0001

)

x̂ = (2, 0)T =⇒ ∥Ax̂ − b∥2 = 1.000 ∗ 10−4

x̂ = (1.0001, 1)T =⇒ ∥Ax̂ − b∥2 = 1.414 ∗ 10−4
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%CG法
r0 = b − Ax0; po = r0;
while 1
αk = (rT

k rk)/(pT
k Apk);

xk+1 = xk + αkpk;
rk+1 = rk − αkApk;
if ∥rk+1∥2 < 1e − 10 ∗ ∥b∥2, break; , end
βk = (rT

k+1rk+1)/(rT
k rk);

pk+1 = rk+1 + βkpk;
end
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数値実験結果（CG法）
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Figure 1: bcsstk15とbcsstk16（Matrix Marketより）
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数値実験結果（CG法）
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Figure 2: nos3とnos7（Matrix Marketより）
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速度と精度
• 計算機性能（速度）

– 京コンピュータ（一秒間に1京回）
– ポスト京（エクサスケール）
– ポストムーアの時代へ

• 浮動小数点数の精度
– 単精度・倍精度が数十年間主流
– ディープラーニングで半精度
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大規模計算環境における誤差

Table 1: 連立一次方程式の数値解の誤差（京：pdgesv）

n ノード数 平均誤差 最大誤差
80000 4 4.02e-10 2.23e-09

160000 16 2.94e-09 1.57e-08
320000 64 1.08e-08 7.17e-08
640000 256 1.64e-07 1.15e-06

1280000 1024 2.69e-08 1.56e-07
2560000 4096 7.25e-08 4.76e-07
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精度保証付き数値計算

連立一次方程式の数値解の精度保証をしたい．

数値解とその誤差半径の出力

• 行列の正則性の保証
– 精度保証が成功するかどうか？

• 誤差上限を求める
– 誤差半径が過大評価でないか？
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精度保証の現状

• 係数行列が密行列（ある程度良条件）
– 近似計算の２倍～１０倍程度で精度保証可

• 係数行列が疎行列
– 万能で効率的な方法はない（問題はメモリ）
– 実対称正定値ではコレスキー分解により可
– 単調行列に対しては反復法により保証可
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表記

• F: IEEE 754が定める浮動小数点数の集合

• u: 丸めの単位 (binary64ならばu = 2−53)

• fl(· · · ): 浮動小数点演算による計算結果
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精度保証法

Aが正則，∥RA − I∥∞ < 1と仮定する．

∥x̃ − A−1b∥∞ ≤ ∥A−1Ax̃ − A−1b∥∞ = ∥A−1(Ax̃ − b)∥∞
≤ ∥A−1∥∞∥Ax̃ − b∥∞
≤ ∥R∥∞∥Ax̃ − b∥∞

1 − ∥RA − I∥∞

Rと残差Ax̃− bは分離しなくてもよい（∥R(Ax̃− b)∥∞）．
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メモリの問題
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Figure 3: 疎行列の逆行列は密行列
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はじめに

疎行列に対する効率的な精度保証は難しい・・・・・

A. Neumaier: Grand challenges and scientific standards
in interval analysis, Reliable Computing 8:4 (2002), pp.
313-320.

精度保証業界の難問に指定されている．

特定の行列に対して効率的な精度保証法を与えられない
か？
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テスト行列

• The SuiteSparse Matrix Collection

• Matrix Market

• ELSES matrix library

数値計算法のテストに利用
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前回のATOSにて

ATOS17，2017年5月15日，東京大学

真の解がわかる連立一次方程式を作成する方法を紹介

A, xをユーザが与え，A′x = bを生成する方法(A′ ≈ A).

疎行列への対応可
K. Ozaki, T. Ogita: Generation of Linear Systems with Specified Solutions for
Numerical Experiments, Reliable Computing, Vol. 25, pp. 148-167, 2017.
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精度保証法原理

∥x̃ − A−1b∥∞ ≤ ∥A−1∥∞∥Ax̃ − b∥∞

公開されているテスト問題について

誰かが一度∥A−1∥∞の上限を計算しておけばよい

「近似逆行列Rを計算して保存しておく」は不可．
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Matrix Market

• Name: BCSSTM19

• Frobenius norm: 1.1e+08

• condition number (est.): 2.3e+05

• 2-norm (est.): 4e+07

• diagonal dominance: yes
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ノルムの上限を公開予定

Iを単位行列とする．∥RA − I∥ < 1となる行列Rが存在す
れば

∥A−1∥ ≤ ∥R∥
(
1 +

∥RA − I∥
1 − ∥RA − I∥

)
が成立する．

これを数値計算のみで上限を計算する．

ノルムは∥ · ∥∞とする．
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ノルムの上限

∥A−1∥∞ ≤ ∥R∥∞
(
1 +

∥RA − I∥∞
1 − ∥RA − I∥∞

)
上限の計算例：

|RA − I| ≤ max{|fl▽(RA − I)|, |fl△(RA − I)|}
∥R∥∞ ≤ fl△(∥R∥∞)
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ノルムの上限を公開します

• Matrix Market

– Linear System-Real-Sparse, 152 / 167 ( 152 / 156)

• Florida Sparse Matrix Collection

– Real-Positive Definite, 162 / 216 ( 162 / 182)
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最適なノルムの上限

t1 ≤ ∥R∥
(
1 − ∥RA − I∥

1 − ∥RA − I∥

)
≤ ∥A−1∥

≤ ∥R∥
(
1 +

∥RA − I∥
1 − ∥RA − I∥

)
≤ t2

となる t1, t2 ∈ Fを求め，以下が成立すれば，t2は最適な
上限である．

t2 = succ(t1)
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精度保証への応用

∥A−1∥∞の上限が得られた．よって

∥x̃ − A−1b∥∞ ≤ ∥A−1∥∞∥Ax̃ − b∥∞

で残差だけケアすれば精度保証は終わりか？

⇓

過大評価になる
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タイトな精度保証法へ

• Ax = bを好きな数値解法で解き，x(1)を得る

• b − Ax̃(1)を高精度に計算してr ∈ Fnを得る

• Ax(2) = rを好きな数値解法で解く

• x(1), x(2)を用いて精度保証をかける
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精度保証法

|x(1) − A−1b| ≤ |x(2)| + ∥A−1∥∞∥r − Ax(2)∥∞e

= |x(2)| + ∥A−1∥∞∥b − A(x(1) + x(2))∥∞e

という不等式に基づいて精度保証を行う．

ここで，r = b − Ax̃(1)である．
T. Ogita, S. Oishi, Y. Ushiro: Computation of Sharp Rigorous Componentwise Error
Bounds for the Approximate Solutions of Systems of Linear Equations, Reliable
Computing, 9:3 (2003), 229-239.
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精度保証法による上限

アルゴリズムAによる結果 x̂，

アルゴリズムBによる結果 x̃とする．

∥x̂ − A−1b∥ ≤ 10−14, ∥x̃ − A−1b∥ ≤ 10−15

ならばアルゴリズムBが優れているか？

Ans. わからない
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精度保証法（非存在）

誤差の下限・上限を考える．

|x(1) − A−1b| ≤ |x(2)|+∥A−1∥∞∥r − Ax(2)∥∞e

|x(1) − A−1b| ≥ |x(2)|−∥A−1∥∞∥r − Ax(2)∥∞e

10−12e ≤ |x̂−A−1b| ≤ 10−11e, 10−14e ≤ |x̃−A−1b| ≤ 10−13e

T. Ogita, S. Oishi: Tight Enclosures of Solutions of Linear Systems, International
Series of Numerical Mathematics, 157 (2009), 167-178.
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タイトな精度保証法へ（再掲）

• Ax = bを好きな解法で解き，x(1)を得る

• b − Ax̃(1)を高精度に計算してr ∈ Fnを得る

• Ax(2) = rを好きな解法で解く

• x(1), x(2)を用いて精度保証をかける(A(x(1) + x(2)) − b)

新たな検算の可能性
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数値実験

• 環境：MATLAB 2016a

• BiCGStab(A,b,1e-10); xはすべて1に近い数値

• Matrix Market

– Linear System
– Real
– Symmetric Positive Definite

ATOS17山梨大学– 29



尾崎克久，荻田武史 疎行列データの精度保証化と連立一次方程式におけるその活用法

数値実験結果（コスト：良い結果）

Table 2: BiCGStabの例 (1e-10)

問題 １回目 ２回目
nos3 230 168
nos4 76 66

bcsstk22 462 345
gr 30 30 31 38
bcsstk27 833 1179

s1rmq4m1 6649 9624
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数値実験結果（精度）

Table 3: BiCGStabの例 (1e-10)

問題 max(|x(2)|) 残差 ノルムの上限
nos3 2.39e-08 9.56E-20 9.57E+01
nos4 1.2703e-09 6.21E-23 2.86E+03

bcsstk22 3.7400e-06 1.26E-14 2.45E-02
gr 30 30 2.5243e-09 2.35E-20 2.36E+01
bcsstk27 1.25e-06 1.44E-14 1.79E-02

s1rmq4m1 9.4378e-06 8.91E-16 4.52E+00
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考察

• 停止条件を（精度保証を利用して）誤差に変えること
ができる

– 100回に1回停止条件を確認するとか？

• 2回目の停止条件はもっと緩くてもOKなことが多い
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まとめ

• 疎行列のノルムの上限は公開予定

• テスト問題に関する精度保証法の一例を示した

ご清聴ありがとうございました
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