
大規模電磁場解析における
反復法の高精度演算による高速化

大阪大学 助教

桝井晃基

1



概要

•自己紹介

•電磁場解析

•高精度演算

•これまでの研究結果の例
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自己紹介(1/2)
• 桝井晃基(ますいこうき)

• 岐阜県美濃市出身

• 学部(‘11 – ‘15)
➢名古屋大学工学部電気電子情報工学科(指導教員：石井克哉)

• 大学院(‘15 – ‘20)
➢名古屋大学 大学院情報学研究科 情報システム学専攻

(指導教員：片桐孝洋 副指導教員：荻野正雄)

D論：大規模電磁場解析のための高精度演算を用いた
効率的な解析システムに関する研究

• 学振研究員(‘19.4 – ’20.9)
➢DC2→PD 3

内容は反復法ソルバの開発



自己紹介(2/2)

•大阪大学 助教(‘20.10~)
➢情報科学研究科コンピュータサイエンス専攻(伊野研究室)

•研究内容
➢大規模電磁場解析の実現

✓複素対称線形方程式の求解システム(反復法)の高速化

✓高精度演算の適用

✓前処理手法の開発

➢複素数の高精度演算基盤の構築
✓四則演算から

✓混合精度(倍精度と疑似四倍精度など)
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大規模電磁場解析
(の例)
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ハイパーサーミア
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日本ハイパーサーミア学会[1]より抜粋

• ハイパーサーミア “hyperthermia”＝温熱療法
• 狭い意味では癌に対する温熱療法
• 通常は40～45℃程度の温度を使った治療

• 熱でがん細胞だけを死滅させる

[1] https://www.jsho.jp/



治療の問題点

•現状がん細胞のみに電磁波を
当てることは難しい
➢患者は苦痛を伴う(熱い)

➢“なるべく”がん細胞だけに
当てたい

•製品の性能が不十分
➢解析の改善の余地あり
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ここにあるがん細胞に
電磁波を当てる

ハイパーサーミアの人体への影響(Takei, et al ‘14)



解析システムの問題点
• システムの性能向上のためには・・・

➢解析領域の拡大

➢メッシュの細分化
(1mm以下のメッシュにする)

•解くべき問題が自由度が10億以上の反復法に

•問題が高周波なため問題が解きにくい(悪条件数)

•問題が複素数問題になる(研究例が少ない)
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Edge finite element equation for vector wave equation
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連立一次方程式
𝑨𝒙 = 𝒃

• 𝐴 =

𝑎11 𝑎12
𝑎21 ⋱

⋯ 𝑎1𝑛
⋯ ⋮

⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝒙 =

𝑥1
⋮
⋮
𝑥𝑛

, 𝒃 =

𝑏1
⋮
⋮
𝑏𝑛

• 連立一次方程式はシミュレーションの数値計算において
度々現れる(前頁の方程式の離散化)

• 形状は分野や問題によって様々

• 今回の電磁場問題は形状が疎行列(上の図は密行列形式で書いている)
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直接法

•ガウス消去法やLU分解など

• 𝑨の逆行列を生成するようなもの

•長所
➢一度逆行列を計算すれば同じ𝑨に対しては
行列ベクトル積のみで異なる𝒃に対して𝒙を計算可能

•短所
➢有限回(𝑂(𝑛3))で解けるが𝑨の形状を保持できない

(𝑨は疎でも逆行列は疎ではない⇒疎行列には不向き)
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反復法(1/2)
•反復法(直接法)とは・・
➢適当な初期解𝑥(0)からスタートし，
誤差が基準値以内になるまで反復

𝑨𝒙 = 𝒃を解く際，𝒓 = 𝒃 − 𝑨𝒙として𝒓の残差ノルムで判定

•長所
➢疎行列形式をそのまま保持できる

✓CRS形式やCOO形式の活用

✓メモリ使用量の削減

➢行列ベクトル積計算が主なので並列計算に向いている

•短所
➢前処理・パラメータの選択

➢問題によっては収束しない
(誤差の蓄積問題など) 11



反復法(2/2)
•前処理が重要
➢前処理行列𝑀−1が𝑨の逆行列に
近いほど収束が早い

➢近いほど1反復のコストも
高くなる傾向

•計算誤差も無視できない
➢(理論的にはn反復で収束)

➢特に行列ベクトル積・
内積計算で蓄積

➢大規模(10億程度)となると
その誤差は増大
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𝑥0 is an initial guess
𝒓0 ∶= 𝒇 − 𝑨𝒙0
𝒛0 ∶= 𝑀−1𝒓0
𝒑0 ∶= 𝒛0

for n = 0,1,2…until 𝑟𝑛 ≤ ε
𝒒𝒏 ≔ 𝑨𝒑𝑛
𝛼 ≔

𝒓𝒏 ･ 𝒛𝒏
𝒑𝑛･ 𝒒𝑛

𝒙𝑛+1 ∶= 𝒙𝑛 + 𝛼𝒑𝑛
𝒓𝑛+1 ∶= 𝒓𝑛 − 𝛼𝒒𝑛
𝒛𝑛+1 ∶= 𝑀−1𝒓𝑛+1
𝛽 ≔

𝒓𝑛+1･𝒛𝑛+1
𝒓𝑛･ 𝒛𝑛

𝒑𝑛+1 ∶= 𝒛𝑛+1 + 𝛽𝒑𝑛
end  for

※COCG法のアルゴリズム

※COCG: 共役直交共役勾配，CG(共役直交)の複素数版



高精度計算
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高精度計算(多倍長精度計算)

• (どこまでの業界かわからないが)
一般に倍精度よりも高精度なものを指す

• 反復法によっては丸め誤差の影響を大きく受ける

• 右図は行列サイズ961×961のもの
理論的には961回以内で収束

• 高精度計算は反復法において有用 14

倍精度
80,862回

4倍精度
29,912回



多倍長精度演算ライブラリ

Real type 
in C/C++

Complex type in 
C/C++

精度
有効桁

(10進数)

IEEE-754 binary64 double double _Complex 倍精度 16

拡張倍精度(x86) long double
long double 
_Complex

(全体で80bit) 19

GCC’s libquadmath ※1 __float128 __complex128 四倍精度 34

Intel’s _Quad _Quad complex<_Quad> 四倍精度 34

Bailey’s QD ※2
dd_real
qd_real

complex<dd_real>
complex<qd_real>

倍々精度
疑似八倍精度

32
64

Fujiwara’s exflib ※3 exfloat complex<exfloat> 任意精度 -

GNU MPFR ※4 mpfr_t mpc_t 任意精度 -

15

※1 https://gcc.gnu.org/onlinedocs/libquadmath/
※2 https://na-inet.jp/na/qd_ja.pdf
※3 http://www-an.acs.i.kyoto-u.ac.jp/~fujiwara/exflib/
※4 http://www.mpfr.org/ , https://gmplib.org/



倍々精度の浮動小数点数

1 11 52

符号部 指数部 仮数部

1 15 112

符号部 指数部 仮数部

倍精度(IEEE 754)

4倍精度(IEEE 754)

1 11 52

1 11 52

倍々精度(Bailey ‘05)

上位bit 下位bit

仮数部104bit

16倍精度演算で構成されており，整数演算による4倍精度よりも高速化が期待できる



高精度計算 vs 反復法

•足し算の場合
➢倍精度演算：倍精度加算1回

➢倍々精度演算：倍精度加算11回

•つまり反復回数が半分以下にならないと意味がない
➢従来の高精度計算は基本的に倍精度で収束しない問題に使用

➢今回のものは倍精度でも解ける問題も扱う
17

単純計算で11倍

高速化の見せ所

でもメモリ転送の
関係から
早くても2倍が限界



研究概要
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背景(1/2)

19

電車内における
携帯電話着信の影響

ハイパーサーミア※の
人体への影響

高周波電磁場問題解析の例 (Takei, et al ‘14)

※がん温熱療法

• 携帯電話やMRIなど, 電気機器・電子デバイスは身の回りの
さまざまな場面で使われている

• 効率的かつ高性能な設計開発を行うためには, 有限要素法など
による大規模かつ複雑な電磁場解析が必要となる

• しかしその分時間がかかる



背景(2/2)
• 有限要素法による電磁場解析の特徴

➢線形方程式を解く部分の計算コストが最も高い
𝑨𝒙 = 𝒇

➢高周波電磁場解析では係数行列𝑨が複素対称となる

➢係数行列𝑨は疎行列となるため, 一般的に反復法で解く

• 電磁場解析システムでは②の求解部分の高速化が
システム全体の高速化につながる

20

有限要素方程式の
係数行列・右辺
ベクトルの生成

線形方程
式の求解

結果の可視化
分析

電磁場解析システムの流れ

行列𝑨
ベクトル𝒇

解ベクトル𝒙

① ② ③



目的

① 高精度演算を用いた複素対称線形方程式のための
求解ソルバの開発
• 倍々精度(疑似4倍精度)の適用

• 電磁場解析問題向けの前処理・反復法の選択

• 新しい前処理の提案

• 大規模問題への適用

② 高速な高精度演算の計算基盤の構築
• 倍々精度複素数向けの効率の良い実装

• FMA命令などを活用した最適化
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倍々精度演算に関する研究例

実数 複素数

基本演算の高速化
(1)菱沼ら※１，山中ら※２
による研究例がある

(3)QD libraryなどに実装自体は
されているものの

最適化・高速化は不十分

反復解法への適用
(2)長谷川ら※３，椋木ら
※４による研究例がある

(4)無い

22

※１ 菱沼ら， “反復法ライブラリ向け倍々精度演算のAVXを用いた研究”，2012
※２ 山中ら， “倍精度に基づく四倍精度四則演算法の誤差とその応用”，2012
※３ 長谷川ら，“Utilizing the Quadruple-Precision Floating-Point Arithmetic Operation for the Krylov Subspace Methods”, 2003
※４ 椋木ら， “Implementation and evaluation of quadruple precision BLAS functions on GPUs”, 2012



倍精度複素数演算

• 実は倍精度の複素数演算(double _Complex)ですら
最適化があまりなされていない？

• double _ComplexとC言語の構造体で比較

• 平均計算時間はdouble _Complexを1とすると
構造体は0.75

• 凝った最適化はしてないのに計算時間を25％短縮

23

使用した計算機

複素数

実部(.re)

虚部(.im)

C言語の構造体



構造体
dd_comp 構造体

dd double

倍々精度数複素数の実装(in-house code)

構造体で表現

１つの疑似4倍精度の複素数を実装するにあたり，
４つの倍精度実数の変数(double)を使用
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QD library

• Hidaらによる疑似四倍精度(double-double:DD)および
疑似八倍精度(quad-double:QD)演算を実現するライブラリ

• オープンソースで公開中
(https://www.davidhbailey.com/dhbsoftware/)

• 実数については混合精度など機能がいろいろある

• 複素数については精度は保証されているが最適化があまりなさ
れていない，混合精度が一部未実装な部分がある

成果(目的の②の部分)
➢これらの機能を作成し，複素数向けに最適化した

(可視化できるものが特にないため省略) 25



対象となる問題

➢係数行列
➢ハイパーサーミアの
簡易モデル(TEAM29, 右図)を用いる

➢ADVENTURE_Magnetic(オープンソース)
を用いて次式の有限要素方程式の
係数行列を作成する

𝐄ℎ
∗ × 𝑛 = 0 on 𝜕Ω

𝜀′= 80.0
𝜎= 0.52
𝜔 = 2𝜋𝑓
𝑓 : 300 (MHz)

DoF=134,573 26

Phantom

sensing coil

feeding coil

TEAM29 model

න
Ω

rot𝐄ℎ ⋅ 𝜇
−1rot𝐄ℎ

∗𝑑Ω −න
Ω

𝜔2𝜀′ − 𝑗𝜔𝜎 𝐄ℎ ⋅ 𝐄ℎ
∗𝑑Ω = 𝑗𝜔න

Ω

𝐉ℎ ⋅ 𝐄ℎ
∗𝑑Ω

Edge finite element equation for vector wave equation



𝑥0 is an initial guess
𝒓0 ∶= 𝒇 − 𝑨𝒙0
𝒛0 ∶= 𝑀−1𝒓0
𝒑0 ∶= 𝒛0

for n = 0,1,2…until 𝑟𝑛 ≤ ε
𝒒𝒏 ≔ 𝑨𝒑𝑛
𝛼 ≔

𝒓𝒏 ･ 𝒛𝒏
𝒑𝑛･ 𝒒𝑛

𝒙𝑛+1 ∶= 𝒙𝑛 + 𝛼𝒑𝑛
𝒓𝑛+1 ∶= 𝒓𝑛 − 𝛼𝒒𝑛
𝒛𝑛+1 ∶= 𝑀−1𝒓𝑛+1
𝛽 ≔

𝒓𝑛+1･𝒛𝑛+1
𝒓𝑛･ 𝒛𝑛

𝒑𝑛+1 ∶= 𝒛𝑛+1 + 𝛽𝒑𝑛
end  for

数値実験①
➢反復法

COCG法

➢前処理
IC(0)(加速係数=1.1)

➢精度
倍精度(double _Complex)

倍々精度(in-house code)

疑似八倍精度(QD library)

➢収束判定

相対残差
𝑟𝑛

𝑟0
< 10−6

27

COCG法のアルゴリズム

CPU Intel Core i7-7700 @3.60GHz

OS Windows 10

Memory 64GB

Compiler gcc/g++ ver 7.3.0

option -O3 (-mfma)

使用した計算機



数値実験①結果
反復回数 計算時間 [sec]

倍精度 8,421 431
倍々精度 5,416 770
疑似八倍精度 3,624 13,633

28

• 高精度演算を用いる事で反復回数削減に成功
• 一方で計算時間は数倍に
• 疑似八倍精度では反復回数はさらに削減したが
計算時間は10倍以上は増加
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数値実験①結果
反復回数 計算時間 [sec]

倍精度 8,421 431
倍々精度 5,416 770
疑似八倍精度 3,624 13,633
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• 高精度演算を用いる事で反復回数削減に成功
• 一方で計算時間は数倍に
• 疑似八倍精度では反復回数はさらに削減したが
計算時間は10倍以上は増加



収束までの様子

32

• 振動しながら収束

• 振動(停滞)してるのは
計算誤差が原因



数値実験①まとめ
• 本研究により倍々精度複素数演算の有効性を
初めて明らかにした

• 倍々精度などの多倍長精度計算を用いることで
電磁場解析における複素対称線形方程式に対して
反復法の反復回数削減に成功(計算時間は2倍ほどに)

• 計算時間の観点から八倍精度ほどの精度は不要である

33

• 今回のケースは最適なパラメータを選択した時のもの
• 他のケースでは倍々精度のほうが早くなる時も



高速化の例

34

SSOR前処理を用いた場合

• 最適なパラメータ(𝜔 = 0.4)では
同様の結果

• 𝜔 > 0.7では倍々精度のほうが高速

• 最適なパラメータが不明な問題では安定して解ける

dd



𝑥0 is an initial guess
𝒓0 ∶= 𝒇 − 𝑨𝒙0
𝒛0 ∶= 𝑀−1𝒓0
𝒑0 ∶= 𝒛0

for n = 0,1,2…until 𝑟𝑛 ≤ ε
𝒒𝒏 ≔ 𝑨𝒑𝑛
𝛼 ≔

𝒓𝒏 ･ 𝒛𝒏
𝒑𝑛･ 𝒒𝑛

𝒙𝑛+1 ∶= 𝒙𝑛 + 𝛼𝒑𝑛
𝒓𝑛+1 ∶= 𝒓𝑛 − 𝛼𝒒𝑛
𝒛𝑛+1 ∶= 𝑀−1𝒓𝑛+1
𝛽 ≔

𝒓𝑛+1･𝒛𝑛+1
𝒓𝑛･ 𝒛𝑛

𝒑𝑛+1 ∶= 𝒛𝑛+1 + 𝛽𝒑𝑛
end  for

数値実験②

➢反復法
COCG法

➢前処理
IC(0)(加速係数=1.1)

➢精度
倍精度(in-house code)

混合精度(in-house code)

倍々精度(in-house code)

➢収束判定

相対残差
𝑟𝑛

𝑟0
< 10−6

35

COCG法のアルゴリズム

内積計算のみを倍々精度
それ以外の計算は全て倍精度



数値実験②結果
反復回数 計算時間 [sec]

倍精度 (in-house code) 8,194 153

混合精度(提案手法) 7,254 141

倍々精度 5,081 387
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数値実験②まとめ

• 全てを倍々精度とした場合は反復回数を2/3程度に削減させたが，
同様に倍精度演算よりも計算時間を要する

• 提案手法(混合精度)は反復回数も計算時間も
両方削減させることに成功



まとめ

① 今回は
1.倍々精度複素数演算の高速化
2. 内積計算を高精度化した混合精度反復法
の提案・実装を行った

② double _Complex型の変数を用いるより構造体を用いた
倍精度複素数(double_comp)を用いた方が高速である

③ 内積計算の精度を高精度化した反復法を実装し
数値計算を行った結果，倍精度演算と比べて
反復回数と計算時間の両方を削減することに成功した
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今後
•反復法ソルバの並列化
➢簡単な並列化(OpenMPなど)しかやっていないため

•ライブラリ化
➢開発した高精度計算基盤をQD libraryのパッチとして公開など

高精度計算以外について
•反復法全般について着手
➢反復法における新しい前処理手法の開発(検証中)

➢電磁場解析(複素数問題)に特化した反復法の開発
38


